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ldentificarea sistemelor liniare continue cu semnale
de proba aleatoare.

Identificarea cu semnale de proba aleatoare foloseste

procedee corespunzatoare calculului statistic:

 determinarea functiilor de corelatie si a functiilor de
densitate spectrala, pe baza carora se obtin modele
neparametrice: functia pondere, caracteristicile de
frecventa.
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Analiza

SPAB =) Sistem »  Exp. functii

de densitate
spectrala




| Pentru a putea stabili o legatura directa Tintre

rezultatele experimentale gi caracteristicile dinamice ale
procesului, exprimate prin modele neparametrice, trebuie
asigurate anumite proprietati statistice prestabilite
semnalelor de proba:

« stationaritate
e ergodicitate

O marime aleatoare este stationara daca proprietatile
statistice (densitatea de probabilitate, etc) ale unul
esantion  x(t) raman aceleagi daca se deplaseaza
originea timpului,

t—o>t+7 x() >x(t+7)



O marime aleatoare este ergodica daca satisface

proprietatea ca mediile statistice sunt egale cu mediile
temporale.

|ldentificarea cu semnale de proba aleatoare prezinta
avantajele:

a) elimina sau reduce influenta perturbatiilor.

b) in anumite condifii identificarea se efectueaza
fara scoaterea din functiune a sistemului, prin
suprapunerea semnalelor aleatoare peste marimile
care apar la intrarea sistemului in functionare
normal.



Principiul metodelor de identificare

Se considera un sistem monovariabil, cu marimea de intrare
u(t) si marimea de iesire y(t); la iesirea sistemulul
actioneaza o perturbatie aleatoare stafionara v(t).

Sistemul fiind considerat liniar, cu parametri concentrafi si cu
functia pondere h(t) permite transferarea perturbatiei ce
actioneaza intr-un punct oarecare din sistem la iesirea
acestuia. Marimea de iesire se poate exprima prin relatia:

y(t) = [h(e)u(t—o)do +v(t)
0

u(t) _ X y(t)
Sistem monovariabil
—_—p

) 4
v




Se presupune ca intrarea u(t) si perturbatia v(t) sunt
necorelate si de medii nule,

E(U(t)=E(V(1))=0; Ry, (r)=0

Legatura intre marimea de iesire y(t) si cea de intrare u(t),
sub forma statistica, este exprimata prin functia de
Intercorelatie a celor doua marimi

R, () = E[u(t)y(t+7)]=E[u (’[)(Oj3 h(o)u(t+7r-o)do+v(t+17))]=

h(o)E[u(t)u(t+7—-o)]ldo+E[u(t)v(t+7)] = Re(@) = x(Dx(t + 0)

0

0 = lim i x(t)x(t + 7)dt
T—oo ZT T

[h(@)R, (z—0)do+R,,(7)

0

Ultima egalitate este valabila in ipoteza stationaritatii
semnalelor de intrare si de perturbatie.



Functia de corelatie intre 2 semnale (exemplificare)
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comelation at zero lag is correlation at lag of 1 is

(0.1H0.1) + (0.2)(4) + (-0.1)(-2.2) + (4.1)1.6) + (-2){0.1) + (1.540.1) + (0){0.2)= 7.54

7.54 754 12.45
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correlation at lag of -6 is
(0.110.2) = 0.02
Correlation [ 002 005 001 089 010 031 754 -12452319 -10.89580 015 -0
Sequence:
Lag: 6 -5 -4 3 2 - 0 1 2 3 4 5 6

Idee utilizare ?!

Masurare intarziere intre 2 semnale !

(0.2)(0.1) + (-0.1)(4) + (4.1)(-2.2) + (-2)(1.6) + (1.5)(0.1) + (0)(0.1) =-12.45

Correlation
Sequence:

Lag:

Masura corelatie
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N
1
R, (7) = meNx (kTe)y(kT, + 1)

0102 g4

0.1 0.2

cornelation at lag of 4 is
{-2H0.1}+ {1.5)4) + (0}-22) =58

[ 754 -12.45 2319 -10.

-6 -4 -2 0
Intarziere T



Functia de corelatie intre 2 semnale (exemplificare)

Idee: masurare intarziere intre 2 semnale !

=== Posibil pe osciloscop

¢ ? .... Functia de corelatie
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Signal Period
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x(t)




Pentru ca u(t) si t) nu sunt corelate, functia de intercorelatie

: RUV(T) =0 (V)T
si obtinem

R, () = JN(G)R,, (r — o)do (3.69)
0

care reprezinta ecuatia Wiener Hopf.

In cazul discret, r=kT,,c =iT, si functia de intercorelatie (3.69)

se calculeaza cu relatia

Ry (KT) =T, Sh(iT)R, (k—DT,) @70
i=0

Se observa ca functia de intercorelatie intrare-iesire nu este
Influentata de perturbatiile exterioare.



Aplicand transformata Fourier in relatia Wiener Hopf

Ry () = [N(0)R (7 —0)do
0

se obtine expresia
Suy (w)=H(Jo)S,,(®) emn

care reprezinta ecuatia Wiener-Hincin | in care:

- S, (w) este functia de densitate spectrala a marimii de intrare,

* S, (w) este functia de densitate interspectrala a marimilor u
sl Y,

* H(jw) este raspunsul la frecventa al sistemului.



Utilizata pentru a caracteriza procese aleatorii

DenSitatea SpECtra Ia stationare, in domeniul frecventei!

Densitatea spectrala a unui semnal x(t) este transformata Fourier a functiei de
autocorelatie R, (1) a acestuia:

S.(0) = FIR,(0)} = [R, (0)e " dz

Funcia de autocorelatie R,,(t) se determina aplicand transformata Fourier inversa:

1 7 -
. Jot
R, (1) =— j S_(w)e dw
27 °
Densitate interspectrala a doua semnale x(t) si y(t):

o0
_ _ - jor
S, (@) = F iR, ()f= [R, ()" dr
Pentru un semnal x(t) integrala Fourier defineste spectrul de frecvente al functiei:

S(a)):_ofx(t)e‘j”tdt=X(ja)) ar Sy (@)=|X(jo)



Functia de autocorelatie a marimii de iesire se calculeaza cu relatia

Ry, (7) =E[ly(Q)y(t+7)]=

- E[(zh(n)U(t—77)d77+V(t))(O(Ijh(§)U(t+r—§)d§+V(t+r))] -

oO—§

h(Dh(EE(U(t—nu(t+7—&))dnds + ogh(ﬂ)E[U(t —m)V(t+7)ld7 +

_|_

h(SE[u(t+7z-&v(D)dE+ E(v(H)v(t+17)) =

o—§

h(7)h(&)Ry, (r+n—§>dnd§+°§h(n)Rw(r+n)dn+

_|_

h(&)Ry (z —&)dE+R,, (7) (3.72)

Pentru ca u(t) si v(t) sunt necorelate R (.) = 0, (3.72) devine

Fnle)= E?h(n)h(f) Ru (7 +77=8)dmds + R, (7) (3.73)



R, (7) = ﬁh(n)h(f) Ru(r+7—-O)dndE+R,(z)  (3.73)

Aplicand transformata Fourier Tn (3.73) se obfine functia de
densitate spectrala a iesirii

Syy (6()) = ‘H (Jw)‘z Suu (a)) + va (w) (3.74)

Relatia (3.74) arata ca din functiile de densitate spectrala
ale iesirii si intrarii, modulul raspunsului de frecventa | H(jw)|
se poate determina cu aproximatie, datorita Influentel
densitatii spectrale a semnalului perturbator.

Din relatile precedente rezulta ca, prin cunoasterea fie a
functiilor de corelatie, fie a functiilor de densitate spectrala, se
pot rezolva ecuatjile (3.69) sau (3.71).




Se pun in evidenta doua metode de identificare:
- Pe baza determinarii functiilor de corelatie si a rezolvarii
ecuatiei Wiener Hopf (3.69) se obtine o solutie 1In
domeniul timpului sub forma functiei pondere h(t) a
sistemulul.

Daca semnalul de proba (de intrare) este de tip zgomot alb, functia
de autocorelatie a intrarii este de forma impulsului Dirac, iar functia

de densitate spectrala este constanta:
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Se pun in evidenta doua metode de identificare:
- Pe baza determinarii functiilor de corelatie si a rezolvarii
ecuatiei Wiener Hopf (3.69) se obtine o solutie 1In
domeniul timpului sub forma functiei pondere h(t) a

sistemulul.
Daca semnalul de proba (de intrare) este de tip zgomot alb:

Ry (7) =9(z)
S (w)=1 -ow<ow

In aceste conditii rezolvarea ecuatiilor (3.69), (3.71) se simplifica,
solutiile lor fiind chiar functia pondere, respectiv raspunsul la

frecventa:
Ry (7) = gh(0)5(f—0)d0 =h(z) (3.76)

Suy (@) =H(jo)



Identificarea sistemelor pe baza functiilor de corelatie

Daca semnalul de intrare este ergodic, atunci media pe
ansamblu poate fi inlocuita cu estimatorul pe baza unel
singure realizari

:
m’ =< fu(t)dt
ST 0 (3.77)

unde T este durata observarii sistemului.
In mod asemanator se pot introduce estimatorii pentru functiile de

corelatie :

T 11
Ru (7)== [u(t)u(t+7)dt
To
R;y (7) = _Il_:j) y(t)y(t+7)dt (3.78)

R (7) = _Il_:j)u(t)y(t +7)dt



Acesti estimatori sunt variabile aleatoare depinzand de esantion, iar
calitatile lor depind de durata T a esantionului.

Valorile medii ale functiilor de corelatie se calculeaza cu relatiile :

E[R, (T)]——f|5[Ul(t)u(t+f)]0|t——JRuu(T)Olt =R,y (7)
(3.79)
E[R (2)]= —JE[U(t)Y(t +7)]dt ——IRuy (7)dt=R,, (7)

Rezulta ca estimatorii functiilor de corelatie au valorile
medii egale cu valorile adevarate ale acestor functii, deci sunt
estimatori nedeviati.



Totusi, Tn calculul functiilor de corelatie se produce o eroare
datorita trunchierii datelor la un interval de lungime finita. In

realitate datele de intrare si de iesire sunt discretizate, adica
pentru o perioada de esantionare T,=1:

ue=[u@ u()...uN)’
Vi =[y@D) y(2)..y(N)]'

Erorile introduse de discretizare sunt suficient de mici daca

Intervalul de esantionare este ales corespunzator, conform
teoremei lui Shannon

T, <X ="c: f >2f
a)C

(3.80)

unde o_ este pulsafia cea mai mare continuta in spectrul
marimii esantionate.



Timpul de Intarziere maxim 7., se alege dupa criteriile:
- T > L (timpul de stabilizare) pentru ca functia de corelatie

sa prinda toate valorile functiei pondere.
27T

Tmax < = Thin (3.81)
min
T 2107, (3.82)
unde o . este cea mal mica pulsatie din spectrul marimii
esantionate.

Calculul efectiv al estimatorilor functilor de corelatie se
realizeaza prin discretizarea integralelor. Considerand T = NT, ,
t=iT, , ©=KT,, rezulta (pentru T, =1):

T 1 N
R,(k)=——>u(u(i+k); k=0,1,2,.....
N +1i-o (3.83)

RT (k)= —— Su(i)y(i+k): k=012
uy N +15% : 1, 2,......



Deoarece nu dispunem decat de N date, sumele trebuie
restranse astfel incat, pentru T,=1, rezulta:

1
RJu(k): N — k

|\IZ_I(U(i)u(i +k); k=0,1,2,.....
i (3.84)

N—k
Dy(i+k); k=0,1,2,......
N_k+1i§)u(l)y(l+ )

Pentru semnalele pseudoaleatoare binare, functia de
autocorelatie se prezinta ca o marime periodica, sub forma
unor impulsuri care apar la intervalul NT,, iar intre acestea
valoarea sa nu este nula. Pentru o perioada NT,_ aceasta
functie se exprima prin relatia

N+1 N+1 3.85
RuNu(kTe):az[ o KT+ } (3.85)

RL-:-y(k) =

Aceasta expresie contine doi termeni: primul corespunde
functiel Impuls (aproximeaza funcfia impuls), al doilea
termen este constant pe intreaga perioada.



Pe o perioada NT, functia de intercorelatie intre
Intrare si iesire va fi

(3.86)



Pentru valori mari ale Intarzierii z=kT,, h(kT,) tinde la zero
si din (3.86) rezulta

N+1N
hg:aZ-T AN IZé)h(l-r) Ruy(kT)(387)

Tinand seama de (3.87) din (3.86) se poate determina
functia pondere cu relatia

1 2N
h(KT,) = Ry, (KT,) —h
(KTe) = N R KTe) —h] @9

e

Se pune In evidenta ca h,_ este eroarea datorata valorii constante
a functiei de autocorelatie egald cu 2N+t pe intreaga perioada.
4N



In MATLAB, pentru analiza de corelatie si estimarea raspunsului

la Impuls se utilizeaza functia cra.

« Se noteaza cu z datele intrare-iesire, Incluse intr-un fisier
iddata sau Tntr-o matrice cu 2 coloane z=[y u].

* Functia cra se poate apela sub formele:

Ir =cra(z)
[ir,R,CL] =cra(z, r,nfa, plot)

Cu prima varianta se obtine raspunsul la impuls estimat.

A doua varianta permite accesul la : 7 — numarul de perioade ale
intarzierii pentru care sunt calculate functiile de corelatie ( valoarea
implicita este 7 = 20); nfa — ordinul filtrului de albire (valoarea implicita
este nfa=10); pentru nfa =0 (nu se produce preaalbirea) se obtine
functia de covarianta a datelor originale;



Ir =cra(z)
[ir,R,CL]=cra(z,r,nfa, plot)

Cu prima varianta se obtine raspunsul la impuls estimat.

A doua varianta permite accesul la : 7 — numarul de perioade ale
intarzierii pentru care sunt calculate functiile de corelatie ( valoarea
implicita este 7 = 20); nfa — ordinul filtrului de albire (valoarea implicita
este nfa=10); pentru nfa =0 (nu se produce preaalbirea) se obtine
functia de covarianta a datelor originale;

plot poate lua valorile:

« plot=0 nu reprezinta grafic raspunsul;

« plot=1 (valoare implicita) reprezinta grafic raspunsul la impuls ir ;
« plot=2 reprezinta grafic toate componentele lui R.



Ir =cra(z)
[ir,R,CL] = cra(z,z,nfa, plot)

Pentru plot=2, pe grafic este reprezentat raspunsul pentru un impuls de
intrare normalizat u(t)=1/T,, pentru O<t<T, , unde T, este perioada de
esantionare a datelor.

R contine informatii despre functiile de corelatie:

* R(:,1) contine indicii Intarzierii;

* R(:,2) contine functia de covarianta a lui y,

* R(:,3) contine functia de covarianta a lui u,

* R(:,4) contine functia de intercorelatie intre u si y.

 CL este 99% , nivel semnificativ pentru raspunsul la impuls.



Exemplu Se considera sistemul definit prin vectorii coeficientilor A,B,C
>>A=[1-1.2 0.6]

>>B=[0 1 0.5] % model ARMAX: A(z2)y(t) = B(2)u(t) + C(z)e(t)
>>C=[1-0.8 0.4]

A(z) =1 -1.2 z*-1 + 0.6 z*-2
Se determina modelul THETA asociat
acestui sistem B(z) = z*-1 + 0.5 z~-2
>>th():po|y2th(A’B,C)_ c(z) =1 -0.8 z¢-1 + 0.4 z*-2

Se considera semnalul de intrare u de forma unui semnal pseudoaleator
binar si un semnal perturbator e de forma e=0.2*u:

>>y= sign(randn(400,1));
>>e=0.2*randn(400,1);

Se determina raspunsul sistemului y prin simulare numerica si se formeaza
matricea z de date intrare-iesire:

>>y=idsim([u e],th0);
>>7=[y(1:200) u(1:200)].



Cu idplot se obtine reprezentarea grafica a datelor intrare-iesire

>>idplot(z,1:100).

In figura 3.16 sunt reprezentate primele o sutd de esantioane intrare —iesire.

Analiza de corelatie - Marimea de iesire y

10 L L L L

Marimea de intrare u

ST T Tl T—r—— —— — —— —
0.5 i
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0.5 i
1 Ul mjigigs r L Il Il
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Se alege intarzierea r > 20 si ordinul filtrului de albire nfa > 10
>>1=30;
>>nfa=15;

Se estimeaza raspunsul la impuls utilizand functia cra

Analiza de corelatie- Raspunsul la impuls estimat h(k)

2
>> [ir,R,CL]=cra(z,t,nfa,2); =

1.5

Cu una din urmatoarele instructiuni:

>>ir=cra(z);grid
>>plot(ir);grid

0.5

-0.5
0 5 10 15 20 25 30

k
se obtine reprezentarea grafica a raspunsului la impuls estimat, in figura 3.17.

Pentru plot=2 in functia cra se reprezinta grafic functiile de covarianta :
a iesirii - R, a intrarii - R, si functia de intercorelatie intrare-iesire —R,
precum si raspunsul la impuls estimat, ca in figura 3.18.



Pentru plot=2 in functia cra, se reprezinta grafic functiile de covarianta :
a iesirii - R, a intrarii - R, si funcfia de intercorelatie intrare-iesire —-R ,,

precum si raspunsul la impuls estimat, ca in figura 3.18.
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Fig. 3.18



